Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkalkiils .
Von Kurt Godel in Wien.

Whitehead und Russell haben bekanntlich die Logik und
Mathematik so aufgebaut, daf sie gewisse evidente Sitze als Axiome
an die Spitze stellten und aus diesen nach einigen genau formulierten
SchluBprinzipien auf rein formalem Wege (d. h. ohne weiter von der
Bedeutung der Symbole Gebrauch zu machen) die Siitze der Logik
und Mathematik deduzierten. Bei einem solchen Vorgehen erhebt sich
natiirlich sofort die Frage, ob das an die Spitze gestellte System
von Axiomen und SchluBprinzipien vollstindig ist, d. h. wirklich
dazu ausreicht, jeden logisch-mathematischen Satz zu deduzieren,
oder ob vielleicht wahre (und nach anderen Prinzipien ev. auch
beweisbare) Sitze denkbar sind, welche in dem betreffenden System
nicht "abgeleitet werden konnen. Fiir den Bereich der logischen
Aussageformeln ist diese Frage in positivem Sinn entschieden, d. h.
man hat gezeigt?), daf tatsichlich jede richtize Aussageformel aus
den in den Principia Mathematica angegebenem Axiomen folgt. Hier
soll dasselbe fiir einen weiteren Bereich von Formeln, namlich fiir
die des ,engeren Funktionenkalkiils“), geschehen, d.h, es soll gezeigt
werden:

) Einige wertvolle Ratschlige beziiglich der Durchfithrung verdanke ich
Herrn Prof. H. Hahn.

?) Vgl. P. Bernays, Axiomatische Untersuchung des Aussagenkalkils der
»Principia Mathematica“. Math. Zeitschr. 25, 1926.

. %), In Terminologie und Symbolik schlieBt sich die folgende Arbeit an
Hilbert-Aekermann, Grundzige der theoretischen Logik, Berlin 1928, an.
Danach gehéren zum engeren Funktionenkalkil diejenigen logischen Ausdriicke,
welche sich aus Aussagevariablen: X, ¥, Z ... und Funktions-(= Kigenschafts- und
Relations-)variablen 1. Typs: F(x), G(xy), H(xyz)... mittels der Operationen
v (oder), ~ (micht), (x) (fiir alle), (E'z) (es gibt) aufbauen, wobei die Prifixe
(#), (Ex) sich nur anf Individuen, nicht auf Funktionen beziehen diirfen. Eine
solche Formel heiBt allgemeingultig (tautologisch), wenn bei jeder Einsetzung
bestimmter Aussagen bzw. Funktionen fir X, ¥, Z... bzw. F(x), G(xy) .. .

ein wahrer Satz entsteht (z. B.: (x)[F(x)v F@).
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. Jede allgemeingiiltiget) Formel des. engeren
Funktionenkalkiils ist beweisbar.
Dabei legen wir folgendes Axiomensystem?s) zugrunde:
Undefinierte Grundbegriffe: v, —, (z). [Daraus lassen sich in
bekannter Weise &, —», oo, (Ex) definieren.]
Formale Axiome:

1. Xy X—+X 4 (X—>Y)»[ZvX—>ZvY]

2. X—>XvY 5. (x) F(x) —» F(y)

3. XvY—>YvX 6. () [ Xv F(w)]—> Xv(2) F ().
Schlufregeln ¢):

1. Das Schlufschema: Aus 4 und 4—~» B darf B geschlossen
werden.

2. Die Einsetzungsregel flir Aussage- und Funktionsvarjable.

3. Aus A4(x) darf (x) A(x) geschlossen werden.

4. Individuenvariable (freie oder gebundene) diirfen durch be-
liebige andere ersetzt werden, soweit dadurch keine Uberdeckung
der Wirkangsbereiche gleichbezeichneter Variabler eintritt.

Fiir das Folgende ist es zweckmifig, einige abgekiirzte Be-
zeichnungen einzufiihren. )

(L), (), (B) ete. bedenten irgendwie gebaute Priifixe, also end-
liche Zeichenreihen der Form: () (Ey), (y) () (E2)(«) ete.

Kleine deutsche Buchstaben x, y, u, v ete. bedeuten n-tupel von
Individuenvariablen, d.h. Zeichenreihen der Form: zyz, @,z %, x,
etc., wobei dieselbe Variable auch mebrmals auftreten kann. Ent-
sprechend sind die Zeichen (x), (£x) ete. zu verstehen. Sollte in
¥ eine Variable mehrmals vorkommen; so hat man sie natiirlich in
(x), (Ex) nur einmal angeschrieben zn denken.

Ferner benitigen wir eine Reihe von Hilfssdtzen, die hier zu-
sammengestellt seien. Die Beweise sind nicht angefiithrt, da sie teils
bekannt, teils leicht zu ergiinzen sind:

1. Fir jedes n-tupel ¢ ist beweisbar:

a) HFQ@Q)—>»(ED)F Q)
b) () F () &(Er) G @) —> (ED)[F )& 6 ()]
e) () Fx)oo(Bgy) F(x)

*) Genaver mufl es heifien: ,in jedem Individuenbereich aligemeingiltig®,
was unach bekannten Sitzen dasselbe besagt wie:. ,im abzihibaren Individuen-
bereich allgemeingiiltig®. — Bei Formeln mit freien Individuenvariablen A(w, y. . . )
bedeutet ,allgemeingiiltig® die Allgemeingultigkeit von ()(y) ... @) 4A(x, ¥ . | %)
und ,erfullbar die Erfullbarkeit von (Ez)(Ey)...(Ew)d, so daB ohne Aus-
nahme gilt: , 4 ist allgemeingiltig® ist gleichbedeutend mit: , 4 ist nicht erfillbar.“ *

) Es stimmt (biz auf das von P. Bernays als tiberflissig erwiesene
a%sociative principle) mit dem in Prine. Math., I, Nr. 1 und Nr. 10, gegebenen
itberein.

% Diese sind bei Russell-Whitehead nicht alle explizit formuliert,
werden aber in den Deduktionen fortwahrend verwendet.
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2. Unterscheiden sich ¢ und t” nur durch die Reihenfolge der
Variablen, so ist beweisbar:

(Ex) () > (EY) F ().

3. Besteht r aus lauter verschiedenen Variablen und hat y
dieselbe Stellenzahl wie r, so ist beweisbar:

@) F @) —> () F()

auch dann, wenn in r’ mehrere gleiche Variable vorkommen.
4. Bedeutet (p;) eines der Priifixe (z;), (Ex,).und (¢:) eines der
Priifixe (y;), (Ey;), dann ist beweisbar:-

(p) (pe) - (pn) F(z 2, . xn)&(ql) @) Q) Gt Ym)OO
(P)I*(xlxg.. Za) & (%yz--- Ym)]7)

fiir jedes Priifix (P), das sich aus den (p;) und (¢;) zusammensetzt
und der Bedingung geniigt, daB fiir ¢ <kt <7 (p;) vor (px) und fiir
i<k<m (g;) vor (g) steht.

5. Jeder Ausdruck kann auf die Normalform gebracht werden,
d. h. zu jedem Ausdruck 4 gibt es eine Normalformel N, so dafl
AoaN beweisbar ist®).

6. Ist Aoo B beweisbar, dann auch § (4)coF (B), wobei §(4)
einén beliebigen Ausdrack bedeutet, der A als Teil enthilt (vgl.
Hilbert-Ackermann, Theor. Log. III, § 7).

7. Jede allgemeingiiltige Aussageformel ist beweisbar, d. h. die
Axiome 1-—4 bilden ein vollstiindiges Axiomensystem fiir den Aus-
sagenkalkiil 9).

Wir gehen jetzt zum Beweis von Satz I' iiber und bemerken
zuniichst, daB er auch in folgender Form ausgesprochen werden
kannt

Satz 1I: Jede Formel des engeren Funktionenkalkiils
ist entweder widerleghar) oder erfiillbar (und zwar im ab-
zihlbaren Individuenbereich).

Dall 1 aus 11 folgt, ergibt sich so: Sei 4 ein allgemeingiiltiger
Ausdruck, dann ist 4 nicht erfiillbar, also nach II widerlegbar, d. h.

A folglich auch A ist“beweisbar., Ebenso leicht sieht man die Um-
kehrung ein.

Wir definieren jetzt eine Klasse & von Ausdriicken K durch
folgende Festsetzungen :

1. K ist eine Normalformel.

2. K enthiilt keine freien Individuenvariablen.

") Ein analoger Satz gilt fir v statt &

%) Vgl. Hilbert-Ackermann, Grundz. d. theor. Logik, III, § 8.
%) Vgl. die in Fufinote ?) zitierte Arbeit.

1) 4 ist widerlegbar“ soll bedeuten: ,4 ist beweisbar®.
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3. Das Prifix von K beginnt mit einem  Allzeichen und endet
mit einem E-Zeichen. ‘

Dann gilt:

Satz I1l: Ist jeder ®-Ausdruck entweder widerlegbar
oderertullbar!), so gilt dasselbe von jedem Ausdruck.

Beweis: Sei 4 ein Ausdruck, der nicht zu & gehort. Er mige
die freien Variablen gy enthalten. Wie man sofort einsicht, folgt aus
der Widerlegbarkeit von A4 .die von (Ey)4 und umgekehrt (nach
Hilfss. 1 ¢ und Schlnfr. 3 bzw. Ax. ) dasselbe gilt nach der Fest-
setzung in FuBnote*) fiir die Erfiillbarkeit. Sei (P) N die Normalform
von (Ex)d, so daB

(Ex)Aco(P)N (1)
beweisbar ist. Ferner setze man
B = (2)(P)(By) | N&(F () VW)}] 1),

Dann ist
(PPN B (2)

beweisbar (auf Grund von Hilfss. 4 und der Beweisbarkeit von:
(x)(Ey) [F(o:) v F(y)]). B gehort zu &, ist also nach Annahme ent-
weder erfiilllbar oder widerlegbar. Aber nach (1) und (2) zieht die
Erfiillbarkeit von B die von (Ex) 4, folglich auch die von A4 nach
sich und dasselbe gilt fiir die Widerlegharkeit. Auch A- ist also ent-
weder erfiillbar oder widerlegbar.

Auf Grond von Satz IlI genligt es also zu zeigen:

Jeder &-Ausdruck ist entweder erfilllbar oder wider-
leghbar.

Zu diesem Zweck definieren wir als Grad eines ®-Ausdruckes?3)
die Anzabl der durch E-Zeichen voneinander getrennten Komplexe
von Allzeichen seines Prifixes /und zeigen zundchst:

Satz 1IV: Wenn jedér Ausdruck vomGrad £ entweder
erfiillbar oder widerlegbayg ist, so gilt dasselbe auch von
jedem Ausdruck vom Grad k4 1.

Beweis: Sei {(P)4 jein R-Ausdruck vom Grad %4 1. Sei
(P)=(1)(Ey) (@) und (@) = (u) (Ev)(R), wobei (¢) den Grad k¥ und
(R) den Grad k—1 hat. Sei ferner F' eine nicht in A vorkommeunde
Funktionsvariable. Setzt man dannt4):

1)  Brfillbar® ohne Zusatz bedeutet hier und im folgenden immer: ,er-
filllbar im abzihlbaren Individuenbereich®.. Dasselbe gilt fiir ,allgemeingiltig®.

1?) Die Variablen x, y sollen in (P) mnicht vorkommen.
13) Im selben Sinn wird der Terminus ,Grad eines Prifixes“ verwendet.

1) Kin analoges Verfahren hat Th. Skolem zum Beweise des Lo wen-
heimschen Satzes verwendet. Vidersk. Skrifter, Christiania 1920.
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B =) (By) F'y) &) ®) [Fy) —> (9) 4]

und
C = () () () (w)(BY)(Ev)(R) {F'y) &[F(ry) —> A]}w),

80 ergibt zweimalige Anwendung von Hilfss. 4 im Verein mit Hilfss. 6
die Beweisbarkeit von

Boo G (3)
weiter ist offenbar
B—»(P)4 4)

allgemeingiiltig. Nun hat C den Grad %, ist also nach Annahme ent-
weder erfiillbar oder widerlegbary Ist es erfiillbar, dann auch (P)4

(nach (3) und (4)). Ist es widerlegbar, dann auch B (nach (3)}, d. h.

dann ist B beweisbar. Setzt man in B (Q)4 fiir F ein, so ergibt
sich, da8 in diesem Fall beweisbar ist:

@)Y EY)(Q) A& DD (Q)4 —> (9 4]

Da aber natiirlich

@O [@4— (4]

beweisbar ist, so auch (r')(EY)(Q) A4, d. h. in diesem Falle ist (P) 4
widerlegbar. Tatsichlich ist also (P)d4 entweder widerlegbar oder
erfiilibary

Es braucht jetzt nur noch gezeigt zu werden: _

Satz V: Jede Formel ersten Grades ist entweder erfiill-
bar 6der widerlegbar.

Zum Beweise sind einige Definitionen erforderlich. Sei

@) (Ep) Ax; v) (abgekﬁrzt als (P) A) eine beliebige Formel ersten
Grades. Dabei vertrete ¢ ein r-tupel, y ein s-tupel von Variablen.
Wir denken uns die der Folge #,, #,, %, ... @; ... entnommenen
r-tupel in eine Folge:

L = (@ % - - - ), 32:(9?19?0---%)7 L= (T® @ . . . %) “SW)-

nach steigender Indexsumme geordnet und definieren eine Folge
{4,} aus (P)A abgeleiteter Formeln folgendermafien :

Ay = Ay wxy ..o 2)

A‘g = A(ge; $s+l Lspo . .. xg ) &Al

An :A(g"; x("‘—l)8+1 x(’ﬂ—l)s—l—ﬂ .« mfns) & An_l

15) Die Variablenreiben z, ¥*, 1, §’, 1t, b sind natiirlich als paarweise fremd
0 Y
vorausgesetzt.
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Das.s-tupel Zm—1)s+1 ... %, werde mit y, bezeichnet, so dab
man hat:

Ay = A(&‘n; Un) & An—,l (5)
Ferner definieren wir (P,) 4,, durch die Festsetzung :
(Pr) An = (Ex,) (Exy) . . . (Etn) 4y

Wie man sich leicht iiberzengt, kommen in 4, gerade die Variablen
x, bis x,, vor, welche also simtlich durch (P,) gebunden werden.
Ferner ist ersichtlich, dal die Variablen des »-tupels 1., schon in
(#,) vorkommen (also insbesondere von den in Y, .., vorkommenden
verschieden sind). Was von (P,) iibrigbleibt, wenn man die Variablen
des r-tupels .., weglillt, werde mit (P) bezeichnet, so daB, ab-

gesehen von der Reihenfolge der Variablen (K, .) (P))= (Pn).
Diese Bezeichnungen vorausgesetzt, gilt:

Satz VI: Fiir jedes » ist beweisbar:
(PYA—>(Pn)A,.
Zum Beweise wenden wir vollstindige Induktion an:
1. (P)A—¥» (P,) 4, ist beweisbar, denn man hat:
(0) (Ey) A5 v) —> () (EY) A (85 0)
(nach Hilfssatz 3 und SchluBregel 4) und

@) (EY,) A @ 9) —> (B) (BY) 4@ 9)
(nach Hilfssatz 1a).-

II. Fiir_jedes n ist (P)A&(L) Ay > (Poyy) dyiq beweisbar,

denn man hat:
@ EYAQ; 9) > @t ) EYat ) A@ntss Yurr)  6)
(nach Hilfssatz 3 und Schlufregel 4) nund
(Pa) A = (Etu41) (Pr) 4n ()
(nach Hilfssatz 2). Ferner
@t 1) (Bt ) A urrs Butr) & (Bragr) (Pa) Ao
> (Etnt )| BVt ) A@nt15 Dnra) & (Pr) 4a] (8)

(nach Hilfssatz 1b bei der Einsetzung: (EYw+,) A En413 Ynt,) fiir
F und (P,) A, fir G).
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Beachtet man, dah das Vorderglied der Implikation (8) die

Konjunktion der Hinterglieder von (6) und (7) ist, so ergibt sich,
dall beweisbar ist:

(P)A&(P) An > (Brar) [(Fonr) 4 @ntss Yrr) & (Po) 4n]-(9)

Ferner folgt aus (5) und den Hilfss. 4, 6, 2 die Beweisharkeit von:

(Bt ) [(B90 1 1) A@a 15 9nts) & (P An] 0 (Pata) Anir. (10)

Aus (9) und (10) folgt II und daraus im Verein mit ii Satz VI.
Mogen in A die Funktionsvariablen F,, F,,... F, und die

Aussagevariablen X, X; ... X, vorkommen. 4, baut sich dann
aus Elementarbestandteilen der Form :
Fy(@y, .. cmy)y, Fol@p, .. ), .5 Xp, Xy, ... X

allein mittels der Operationen v und — auf. Wir ordnen jedem A4,
eine Aussageformel B, dadurch zm, daf wir die Elementarbestand-
teile von 4. durch Aussagevariable, u. zw. verschiedene (auch wenn
sie sich nur in der Bezeichnung der Individuenvariablen unterscheiden)
durch verschiedene Aussagevariable, ersetzenl} Ferner bezeichnen wir,
als - ,,Erfullungssystem n-ter Stufe von (P)4“ ein im Bereich der
ganzen Zahlen z (0= z<%s)deﬁmertes System von Funktionen
™ Fw L f . sowie von Wahrheitswerten wi”s %$, .. w{™ fiir
dle Aussagevanablen X,, X;,...X; von der Art, daﬁ, Wenn man
in 4, die F; durch die /", die x; durch d1e Zahlen i und die X;
durch die entsprechenden Wahrheitswerte ¢ "ersetzt, ein wahrer Satz
entsteht. Erfiillungssysteme n-ter Stufe gibt es offenbar dann und
nur dapn, wesn B, erfiillbar ist.

Jedes B, ist als Aussageformel entweder erfiillbar oder wider-
legbar (Hilfssatz 7). Es sind also nur zwei Félle denkbar:

1. Mindestens ein B, 1st Wlderlegbar Dann ist, wie man sich
leicht iiberzeugt (Schlufir. 2, 3; Hilfss. 1¢), auch das entsprechende
(Py) A, und folglich' wegen der Beweisbarkeit von (P)4—» (P,)dn
auch (P) A widerleghar.

2. Kein B, ist widerlegbar, also alle erfiillbar. Dann gibt es
Erfiillungssysteme jeder Stufe. Da es aber fir jede Stufe nur end-
lich viele Erfillungssysteme gibt (wegen der Endlichkeit der zuge-
horigen Inleduenberelche) und da ferner jedes Erfiillungssystem
n 4 1-ter Stufe ein solches n-ter Stufe als Teil enthilt 1¢) (was sich

1) DaB ein System {f,,f; . . . fy; w0y, w, ... w} Teil eines anderen
{90, 9= - Ties Tas Py . Oy B8 soil bedeuten, daf:

1. der Individuénbereichder f; Teil des Individuenbereiches der g, ist,

2. die f, und g, innerhalb’ des engeren Bereiches tibereinstimmen,

8. fir jedes ¢ vi:'wi ist.
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sofort aus der Bildungsweise der 4, durch fortgesetzte &-Verkniip-
fung ergibt), so folgt nach bekannten Schlubweisen, daf es in diesem
Fall eine Folge von Erfiilllungssystemen S, Sy, ... 8¢ ... (S:
von k-ter Stufe) gibt, deren jedes folgende das vorhergéhende als
Teil enthalty Wir definieren jetzt im Bereich aller ganzen Zahlen
=0 ein System S={p,, @ ... %} &%, o ... durch die Fest-
setzungen :

1o, (a1...a) A =p=£Fk) soll dann und nur dann gelten,
wenn fiir mindestens ein S,, der obigen Folge (und dann auech fiir
alle folgenden) /™ (a; . . . a;) gilt.

2. oy = w{™ (1= ¢ =1) fir mindestens ein (und dann auch
fir alle iibrigen) S..

Dann ist ohneweiters ersichtlich, daB S die Formel (P) A wahr
macht. In diesem Falle ist also (P) 4 erfilloar, womit der Beweis
der Vollstindigkeit des oben angegebenen Axiomensystems zn Ende
gefiihrt ist. Es sei bemerkt, daf die nunmehr bewiesene Aquivalenz :
Lallgemeinglltic = beweishar“ fiir das Entscheidungsproblem eine
Reduktion des Uberabzihlbaren auf das Abzahibare beinhaltet, denn
Lallgemeingiiltig” bezieht sich auf die iiberabziihlbare Gesamtheit
der Funktionen, wthrend ,beweisbar® nur die abzdhlbare Gesamt-
heit der Beweisfiguren voraussetzt.

Man kann Satz I bzw. Satz II in verschiedener Richtung ver-
allgemeinern. Zuniichst ist es leicht, den Begriff. der Identitit (zwi-
schen Individuen) in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, indem
man zu den obigen Axiomen 1—6 zwei weitere

1. 2=« 8. r=y.—> [F(x) - F(y)]

hinzufiigt. Auch fiir diesen erweiterten Bereich gilt dann analog wie
oben :

Satz VII: Jede allgemeingiiltige (genamer: in jedem Indi-
viduenbereich allgemeingiiltige) Formel des erweiterten Be-
reiches ist beweishar

und der mit VII &quivalente

Satz VIII; Jede Formel des erweiterten Bereiches ist
entweder widerleghar oder erfiillbar (u. zw. in einem end-
lichen oder abz#hlbaren Individuenbereich).

Zum Beweise werde mit A4 eine beliebige Formel des erwei-
terten Bereiches bezeichnet. Wir bilden eine Formel B als das Pro-
dukt (& Verkniipfung) aus: 4, ()2 =« und den simtlichen For-
meln, die aus Axiom 8. durch Einsetzung der in 4 vorkommenden
Funktionsvariablen fiir F' entstehen, d. h. genauer: .

@ @) je=y > [F@)->Fu)]}
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fiir alle einstelligen Funktionsvariablen ans 4,
@ W@ {e=p—>[Flz->F@2)]} &
@@ Efr=y—>|Fez)—>Fy]}

fiir alle zweistelligen Funktionsvariablen aus 4 (inkl. , = selbst) und
entspréchenden Formeln fiir die drei- und mehrstelligen Funktions-
variablen aus A. Sei B’ die Formel, welche aus B entsteht, wenn
man darin das —-Zeichen durch eine sonst in B nicht vorkommende
Funktionsvariable G ersetzt. Im. Ausdruck B’ kommt dann das
=-Zeichen nicht mehr vor, er ist also nach dem frilher Bewiesenen
entweder widerlegbar oder erfiillbar. Ist er widerlegbar, dann gilt
dasselbe fiir B, das ja aus B durch Einsetzung von — fiir ¢ ent-
steht. B ist aber das logische Produkt ans 4 und einem aus den
Axiomen 7, 8 offenbar beweisbaren Formelteil. Also ist in diesem
Falle auch A4 widerlegbar. Nehmen wir jetzt an, daf B’ durch ein
gewisses System von Funktionen'?) (§) im abzéhlbaren Individuen-
bereich X erfiillbar sei. Aus der Bildungsweise von B’ ist ersicht-
lich, daB ¢ (d. h. die fiir G einzusetzende Funktion des Systems S)
eine reflexive, symmetrische und transitive Relation ist, also eine
Klasseneinteilung der Elemente von X erzeugt, und zwar derart, daB
Elemente derselben Klasse, fiir einander eingesetzt, an dem Bestehen
oder Nichtbestehen einer im System S vorkommenden Funktion
nichts #ndern. ldentifiziert man daher alle zu derselben Klasse ge-
horigen Elemente miteinander (etwa indem man die Klassen selbst
als Elemente eines neuen Individuenbereiches nimmt), so geht g in
die Identititsrelation iiber und man hat eine Erfiillung von B,
also auch von A. Tatséichlich ist also 4 entweder erfiillbar18) oder
widerlegbar.

Eine andere Verallgemeinerung von Satz I erhilt man durch
Betrachtung von abz#hlbar unendlichen Mengen von logischen Aus-
driicken. Auch fiir solche gilt ein Analogon zu I und II, némlich:

»Satz\IX: Jede abzdhlbar unendliche Menge von For-
meln @65 engeren Funktionenkalkiils ist eéntweder er-
fiillbar (d. h. alle Formeln des Systems sind gleichzeitig erfiillbar)
oder sie besitzt ein endliches Teilsystem, dessen logisches
Produkt widerlegbar ist.

IX "ergibt sich sofort aus:

17) Falls in 4 auch Aussagevariable vorkommen, muf natirlich S aufler
Funktionen noch Wahrheitswerte fir diese Aussagevariablen enthalten.

18) Und zwar in einem hochstens abzihlbaren Denkbereich (er besteht ja
aus elementfremden Klassen des abzihlbaren Individuenbereichs I).
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Satz X: Damit ein abzihlbar unendliches System von
Formeln erfiillbar sei, ist notwendig und hinreichend, daf
jedes endliche Tellsystem erfiillbar ist.

Beztiglich Satz X stellen wir zunichst fest, daf man sich bei
seinem Beweise auf Systeme von Normalformeln ersten Grades be-
schrinken kann, denn durch mehrmalige Anwendung des beim Be-
weise von Satz I1I und IV verwendeten Verfahrens auf die einzelnen
Formeln kann man zu jedem Formelsystem X .ein solches von
Normalformeln ersten Grades ¥’ angeben, derart, daf die Erfiillbarkeit
irgend eines Teilsystems von ¥ mit der des entsprechenden von X’
gleichbedentend ist.

Sei also

(1) (B9,) Ay (213 90)y () (F95) Ao (L2 92) « - - (k) (B90) A (Tn; D) - - -

ein abzihlbares System X von Normalausdriicken ersten Grades,
L: sei ein ri-tupel, Y; ein si-tupel von Variablen. ¢, r; ... ¢ ...
sei eine Folge sdmtlicher aus der Folge x,, 2, %, ... 2z, ... ent
nommener r-tupel nach steigender Indexsumme, ferner sei yi ein
s-tupel von Variablen der obigen Folge von der Art, daf die
Variablenfolge

2 2 3
by, Dos 90 Vi Yoo B3, By ... s W,

wenn man darin jedes v durch das entsprechende s-tupel von «
ersetzt, mit der Folge =, #, ... a, ... identisch wird. Ferner
definieren wir analog wie oben eine Folge von Formeln {B,} durch
die Festsetzungen:

B, =4, (1} 9)
B,=B,1 & 4, 0) & 4,02, n )&
Ay (370 9070 & An (75 97

Man iibersieht leicht, da® (P.) B, (d. h. die Formel, welche
aus B, entsteht, wenn simtliche darin vorkommende Individuen-
variable durcheE-Zeichen gebunden werden) eine Folgerung. der
ersten #n-Ausdriicke des obigen Systems X ist. Ist also jedes end-
liche Teilsystem von X erfillbar, dann auch jedes B,. Wenn aber
jedes B, erfiillbar ist, dann auch das ganze System X [was nach der
beim Beweise von Satz V (vgl. S.355) angewendeten Schlubweise folgt),
womit Satz X bewiesen ist. IX und X lassen sich nach dem beim
Beweise von VIIT angewendeten Verfahren ohne Schwierigkeit aunf
Formelsysteme, welche das —=-Zeichen enthalten, ausdehnen.

Man kann Satz IX noch eine etwas andere Wendung geben,
wenn man sich auf Formelsysteme ohne Aussagevariable beschréinkt
und diese als Axiomensysteme auffaBt, deren Grundbegriffe die vor-
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komnienden Funktionsvariablen sind. Dann besagt Satz IX offenbar,
daB jedes endliche oder abzéihlbare Axiomensystem, in dessen Axiomen
yalle und ,es gibt* sich niemals auf Klassen oder Relationen,
sondern nur auf Individuen beziehén??), entweder widerspruchsvoll
ist, d. h. ein Wlderspruch sich in endlich vielen- formalen Schritten
herstellen 146t," oder eine Realisierung besitzt. '

Zum Schluﬁ moge noch die Frage der Unabhiingigkeit der
Axiome 1—8 erortert werden. Was die Aussagenaxiome 1—4 betrifft,
80 ist ja bereits von P. Bernays2°) gezeigt worden, dafll keines von
ihnen aus den drei anderen folgt. Dal an ihrer Unabhingigkeit
auch durch Hmzunahme der Axiome 5—8 nichts ge#indert wird, kann
durch genau” dieselben Interpretationen gezeigt werden, wie sie
Bernays verwendet, indem man diese auch auf Formeln die
Funktionsvariable und das =-Zeichen enthalten, ausdehnt durch die
Festsetzung, dab:

1. die Prifixe und Individuenvariablen weggelassen werden,

2. in dem iibrighleibenden Formelteil die Funktionsvariablen
ebenso wie Aussagevariable behandelt werden sollen,

3. fiir das Zeichen ,—“ immer nur einer der ,ausgezeichneten®
Werte eingesetzt werden darf.

Um die Unabhiingigkeit von Axiom 5 zu zeigen, ordnen wir
jeder Formel eine andere dadurch zu, daB wir die Bestandteile
der :Form;

@ F@), F@) ..; @G@), Gy ...; ...,

falls solche in ihr vorkommen, durch Xv X ersetzen. Dadurch gehen
die Axiome 1—4, 6—8 in allgemeingiiltige Formeln iiber und das-
selbe gilt, wie man sich durch vollstindige Induktion iiberzeugt,
von allen aus diesen Axiomen nach Schlufiregel 1—4 abgeleiteten
Formeln, wihrend Axiom 5 diese Eigenschaft nicht besitzt. In genau
der gleichen Weise zeigt man die Unabhingigkeit von Axiom 6,

nur muf man hier (z)F(2), (y)F(y)... ete. durch X& X ersetzen.
Um die Unabhingigkeit von Axiom 7 zu beweisen, bemerken wir,
dafl Axiom 1—6 und 8 (und daber auch alle daraus abgelelteten
Formeln) allgemeingiiltig bleiben, wenn man die Relation der Iden-
titdt durch die leere”Relation ersetzt wihrend d&as bei Axiom 7
nicht der Fall ist. Analog bleiben die aus Axiom 1—7 abgeleiteten
Formeln auch dann noch allgemeingiiltig, wenn man die Identitits-

1%) Als Beispiel kann etwa das Hilbertsche Axiomensystem der Geometrie
ohne die Stetigkeitsaxiome dienen.
2% Vgl, die in FuBnote 2) zitierte Arbeit.

) D. b. die einstelligen Funktionsvariablen F, ¢ ... ete. mit einem
vorgesetzten Alloperator, dessen Wirkungsbereich Ie(hghch das Dbetreffende
F, G ... mit der zugehdrigen Individuenvariablen ist.
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relation durch die Allrelation ersetzt, wihrend das fiir Axziom 8
(im Individuenbereich von mindestens zwei Individuen) nicht der
Fall ist. Man kann sich anch leicht davon iiberzengen, daff keine
der Schlufiregeln 1—4 iiberfliissig ist, worauf aber hier nicht niher
eingegangen werden moge.

(Eingegangen: 22. X. 1929.)



